
0.1 目的
今回はフィッティングについて色々考えてみた。よく知られているフィッティングの方
法は最小自乗法である。しかし、最小自乗法も万能ではない。
確かに、データが真の値を平均とする正規分布に従う場合は最小自乗法が最も尤もら
しい方法であることが示せる。だが、例えば、真の値+定数を平均とする正規分布に従う
場合 (測定器の目盛りがずれてたんだね)はどうだろうか。最小自乗法でフィッティング
すると、点が最も乗るように線を引いてしまうから、真直線とは定数だけずれてしまう。
では、真の値に対して対称な分布であれば最小自乗法が最良の方法なのだろうか。実
はこれも違う。データ数が十分多ければ最小自乗法の解はよい解となるだろうが、そう
でない場合はあまりよい方法ではない。
ここらへんのことを色々考えてみた。今回は直線のフィッティングを例にとって考える。

0.2 最小自乗法
まず、最小自乗法について考える。今、実験データ (x1, y1), · · · (xn, yn)を得たとしよ
う。x方向の誤差は無視でき、y方向にはN(µi, σ

2)で揺らぐものとする。µiは xiにおけ
る真の値であり、N(µ, σ2)は平均 µ、分散 σ2のガウス分布を意味する。
このとき、一連の実験データの尤度は

P (y) =
∏
i

1√
2πσ2

e−
(yi−µi)

2

2σ2

= (
1√
2πσ2

)n
∏
i

e−
(yi−µi)

2

2σ2

とあらわされる。対数尤度は

logP (y) = −n

2
log 2πσ2 −

∑
i

(yi − µi)
2

2σ2

となる。
今、

µi = f(xi; θ)

とあらわされるとする。この関数がフィッティング関数である。θは関数のパラメータで
ある。
対数尤度を最大化する θが最も尤もらしいパラメータであるから、

∂

∂θ
logP (y) = 0

を θについて解けばパラメータが定まる。これは

∂

∂θ

∑
i

(yi − f(xi; θ))
2 = 0

に相当する。すなわち、
∑

i(yi − f(xi; θ))
2を最小化するパラメータこそが最尤推定解で

ある。実験データは正規分布に従うことが多いから、最小自乗法を用いることは多くの
場合妥当である。

1



0.3 実験データがダブルガウシアンに従う場合
ここでは一般のダブルガウシアンは扱わない。次の形の場合を考える。

1

2
N(y − µ− c, σ2) +

1

2
N(y − µ+ c, σ2)

図 1: 今回数値実験したダブルガウシアン

このとき、実験データの尤度は

P (y) =
∏
i
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2
√
2πσ2

e−
(yi−µi−c)2
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√
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対数尤度は

logP (y) = −N log 2
√
2πσ2 +

∑
i

log(e−
(yi−µi−c)2

2σ2 + e−
(yi−µi+c)2

2σ2 )

0.3.1 cがわかっている場合

まず簡単な場合として実験データの従う確率分布に関する情報をすでに持っている場
合について考える。フィッティング関数のパラメータを決定するため対数尤度を θで微
分する。

∂

∂θ
logP (y) = 0
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対数尤度の式を入れて変形していけば

∂

∂θ

∑
i

[(yi − f(xi; θ))
2 − log{cosh(2c(y − f(xi; θ)))}] = 0

となる。すなわち、このような場合は最小自乗法のように∑
i

(yi − f(xi; θ))
2

ではなく、 ∑
i

[(yi − f(xi; θ))
2 − log{cosh(2c(y − f(xi; θ)))}]

を評価関数として採用する必要がある。
それでは数値実験してみよう。実験データは図 1のような分布に従うとした (c = 3, σ =

2)。また、真の値は y = 2x+1で表されるとした。数値実験によって 16個のデータを得
た結果を図 3に示す。

図 2: 得られた実験データ (直線は真値)

このデータに対し、2つの評価関数を最小とするパラメータを 10−2の精度で求めた結
果を示す。最小自乗法では 1.68x+ 3.16、最尤法では 1.92 ∗ x+ 0.99となった。最小自乗
法の方がばらつく実験データにかく乱されてしまっている。
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図 3: フィッティング結果 (LSが最小自乗法、MLが最尤法)
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#include <stdio.h>

#include <stdlib.h>

#include <gsl\gsl_rng.h>

#include <gsl\gsl_randist.h>

#include <math.h>

#define ALPHA 2.0

#define BETA 1.0//y=2x+1

#define SIGMA 2.0

#define C 3.0

#define N 16//データ数

double f(double alpha,double beta,double x)

{

return alpha*x + beta;

}

double D2(double alpha,double beta,double *data)

{

double sum = 0.0;

double d;

for(int i=0;i<N;i++)

{

d = (data[i]-f(alpha,beta,(double)i));

sum += d*d;

}

return sum;

}

double ML(double alpha,double beta,double *data)

{

double sum = 0.0;

double d;

for(int i=0;i<N;i++)

{

d = (data[i]-f(alpha,beta,(double)i));

sum += d*d - log(cosh(2.0*C*d));

}

return sum;

}

int main()
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{

const gsl_rng_type *T = gsl_rng_default;

gsl_rng *r = gsl_rng_alloc(T);

double Data[N],data[N];

int x;

FILE *fp = fopen("data.txt","w");

for(x=0;x<N;x++)

{

Data[x] = f(ALPHA,BETA,(double)x);//真値の生成
if(gsl_rng_uniform(r) < 0.5)

data[x] = Data[x] + gsl_ran_gaussian(r,SIGMA) - C;//観測値の生成
else

data[x] = Data[x] + gsl_ran_gaussian(r,SIGMA) + C;//観測値の生成
fprintf(fp,"%d %f %f\n",x,Data[x],data[x]);

}

fclose(fp);

double alpha,beta;

fp = fopen("result.txt","w");

double d2,ml;

for(alpha=-0.0;alpha<5.0;alpha+=0.01)

for(beta=-0.0;beta<5.0;beta+=0.01)

{

d2 = D2(alpha,beta,data);

ml = ML(alpha,beta,data);

fprintf(fp,"%f %f %f %f\n",alpha,beta,d2,ml);

}

fclose(fp);

gsl_rng_free(r);

return 0;

}
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0.3.2 cが未知の場合

対数尤度は

logP (y) = −N log 2
√
2πσ2 +

∑
i

log(e−
(yi−µi−c)2

2σ2 + e−
(yi−µi+c)2

2σ2 )

で与えられるのであった。しかし今回は cが未知なのでこれも推定する必要がある。し
かし、

∂

∂c
logP (y) = 0

を cについて解くことは困難である。
EMアルゴリズムを使って最尤推定することにしよう。EMアルゴリズムは尤度関数
の形が複雑で解くことが難しいときに用いられる方法である。
EMアルゴリズムではまず、実験データに加えてこんなデータも一緒にあれば簡単に
解けるのに、、、というデータを考える。今回の場合、確率分布はふたつの正規分布の重
ね合わせであり、実験データとともにどちらの正規分布からサンプリングされたかがわ
かっていれば話は簡単になる。潜在データを ziとし、

{yi, zi}

を完全データと呼ぶ。ziは二つの要素をもち、正規分布 1：N1(µ, σ) = N(µ− c, σ)から
サンプリングしたとき (1, 0)、もう一方の正規分布 2：N2(µ, σ) = N(µ + c, σ) からサン
プリングしたとき (0, 1)とする。ある一組の完全データ (yizi)の尤度は

Pc(yi, zi) =
1

2

∏
j=1,2

N
zij
j (yi, µi, σ)

これから、一連の完全データの尤度は

Pc({yi, zi}) =
∏
i

Pc(yi, zi)

=
∏
i

1

2

∏
j=1,2

N
zij
j (yi, µi, σ)

1
2
を除いて尤度を定義することにする。

Pc({yi, zi}) =
∏
i

∏
j=1,2

N
zij
j (yi, µi, σ)

対数尤度は

logPc({yi, zi}) =
n∑

i=1

∑
j=1,2

zij logNj(yi, µi, σ)

次にすることは完全データに対する対数尤度の条件付期待値を求めることである (Eス
テップ)。現在推定されている確率分布のパラメータを µ(k), c(k), σ(k)とする。計算したい
のは

E[logPc({y, z})|{y};µ(k), c(k), σ(k)] =
n∑

i=1

∑
j=1,2

E[zij|{y};µ(k), c(k), σ(k)] logNj(yi, µi, σ)
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である。

E[zij|{y};µ(k), c(k), σ(k)] =
∑

zij=0,1

P (zij|{y};µ(k), c(k), σ(k))zij

= P (zij|{y};µ(k), c(k), σ(k))

=
Nj(yi;µ

(k)
i , c(k), σ(k))∑

hNh(yi;µ
(k)
i , c(k), σ(k))

≡ z
(k)
ij

よって条件付期待値は
Q =

∑
i

∑
j

z
(k)
ij logNj(yi, µi, σ)

次にこの関数を最大化するパラメータを探す (Mステップ)。

µi = axi + b

として、
∂Q

∂a
=

∂Q

∂b
=

∂Q

∂c
=

∂Q

∂σ2
= 0

を連立して解く。この解が a(k+1), b(k+1), b(k+1), σ2,(k+1)である。漸化式にしたがって計算
すれば最尤解に収束していく。
これを計算するためにいくつか式を載せておく。

Nj(yi) =
1√
2πσ2

e−
(yi−axi−b+(−1)jc)2

2σ2

∑
j

z
(k)
ij = 1

∑
i

∑
j

z
(k)
ij = n

a, b, cに関する連立方程式は

α0 − aα1 − bα2 + cα3 = 0

α4 − aα2 − bn+ cα5 = 0

α6 + aα3 + bα5 − cn = 0

a(k+1) = −α0 (n2 − α2
5) + α3 (α6 n+ α4 α5) + α2 (−α4 n− α5 α6)

α1 (α2
5 − n2) + α2

3 n+ α2
2 n− 2α2 α3 α5

b(k+1) =
α1 (−α4 n− α5 α6) + α0 α2 n+ α3 (α2 α6 − α0 α5) + α2

3 α4

α1 (α2
5 − n2) + α2

3 n+ α2
2 n− 2α2 α3 α5

c(k+1) =
α1 (−α6 n− α4 α5) + α3 (α2 α4 − α0 n) + α2

2 α6 + α0 α2 α5

α1 (α2
5 − n2) + α2

3 n+ α2
2 n− 2α2 α3 α5

α0 =
∑
i

xiyi

α1 =
∑
i

x2
i
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α2 =
∑
i

xi

α3 =
∑
i,j

z
(k)
ij xi(−1)j

α4 =
∑
i

yi

α5 =
∑
i,j

z
(k)
ij (−1)j

α6 = −
∑
i,j

z
(k)
ij yi(−1)j

これらを用いて分散の漸化式は

σ2,(k+1) =

∑
i,j z

(k)
ij (yi − axi − b+ (−1)jc)2

n

と表される。
さて、いよいよ数値実験をしてみよう。16個のデータでやってみた。真の値はa = 2, b =

1, c = 3, σ = 2とした。初期値は全て 5として 100回ほど繰り返したが、a = 1.678250, b =

3.176949, c = 0.309803, σ = 4.118264 とでたらめな値になってしまった。データ数が少
なすぎるのか。
データ数を 64に増やしてみた。図 4にパラメータの収束状況を示す。そこそこ合って
いる。

図 4: パラメータの収束状況

0.4 終わりに
燃費計算と同じくらいのお遊び感覚で始めたが結構ガチの計算になってしまった。で
もフィッティングに関する理解が深まってよかった。EMアルゴリズムのよい練習にも
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なった。
z
(k)
ij の分母がゼロになる場合の扱いに少し迷ったが、とりあえずそれなりの値は出る

ようになった。ここら辺の扱いが結構結果に影響するようだ。
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#include <stdio.h>

#include <stdlib.h>

#include <gsl\gsl_rng.h>

#include <gsl\gsl_randist.h>

#include <math.h>

#define A 2.0

#define B 1.0//y=2x+1

#define SIGMA 2.0

#define C 3.0

#define N 64//データ数
#define PI 3.141592653589793238462

double f(double a,double b,double x)

{

return a*x + b;

}

double Gauss(double x,double y,double a,double b,double c,double s2,double j)

{

if(j==0)

return 1.0/sqrt(2.0*PI*s2)*exp(-(y-a*x-b-c)*(y-a*x-b-c)/2.0/s2);

else

return 1.0/sqrt(2.0*PI*s2)*exp(-(y-a*x-b+c)*(y-a*x-b+c)/2.0/s2);

}

int main()

{

const gsl_rng_type *T = gsl_rng_default;

gsl_rng *r = gsl_rng_alloc(T);

double Data[N],data[N];

int x;

FILE *fp = fopen("data.txt","w");

for(x=0;x<N;x++)

{

Data[x] = f(A,B,(double)x);//真値の生成
if(gsl_rng_uniform(r) < 0.5)

data[x] = Data[x] + gsl_ran_gaussian(r,SIGMA) - C;//観測値の生成
else

data[x] = Data[x] + gsl_ran_gaussian(r,SIGMA) + C;//観測値の生成

11



fprintf(fp,"%d %f %f\n",x,Data[x],data[x]);

}

fclose(fp);

double alpha[7]={0.0};

double z[N][2];

double a,b,c;

double s2;

s2= 25.0;

a = 5.0;

b = 5.0;

c = 5.0;

fp =fopen("result.txt" , "w");

fprintf(fp,"0 %f %f %f %f\n",a,b,c,sqrt(s2));

for(int n=0;n<300;n++)

{

for(int i=0;i<7;i++)

{

alpha[i] = 0.0;

}

for(int i=0;i<N;i++)

{

//printf("%f\n",Gauss((double)i,data[i],a[0],b[0],c[0],s2[0],0));

double denominator = (Gauss((double)i,data[i],a,b,c,s2,0)+Gauss((double)i,data[i],a,b,c,s2,1));

if(denominator!=0.0)

{

z[i][0] = Gauss((double)i,data[i],a,b,c,s2,0)/denominator;

z[i][1] = Gauss((double)i,data[i],a,b,c,s2,1)/denominator;

}

else

{

if(data[i] > a*i+b)

{

z[i][0] = 1.0;

z[i][1] = 0.0;

}

else

{

z[i][0] = 0.0;

z[i][1] = 1.0;

}
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}

alpha[0] += (double)i*data[i];

alpha[1] += (double)(i*i);

alpha[2] += (double)i;

alpha[3] += -z[i][0]*(double)i + z[i][1]*(double)i;

alpha[4] += data[i];

alpha[5] += -z[i][0] + z[i][1];

alpha[6] -= -z[i][0]*data[i] + z[i][1]*data[i];

//printf("%d : %f %f %f %f %f %f %f\n",n,a[0],a[1],a[2],a[3],a[4],a[5],a[6]);

//printf("%d : %f\n",i,z[i][0]);

}

a = -(alpha[0]*(N*N-alpha[5]*alpha[5])+alpha[3]*(alpha[6]*N+alpha[4]*alpha[5])+alpha[2]*(-alpha[4]*N-alpha[5]*alpha[6]))/(alpha[1]*(alpha[5]*alpha[5]-N*N)+alpha[3]*alpha[3]*N+alpha[2]*alpha[2]*N-2*alpha[2]*alpha[3]*alpha[5]);

b = (alpha[1]*(-alpha[4]*N-alpha[5]*alpha[6])+alpha[0]*alpha[2]*N+alpha[3]*(alpha[2]*alpha[6]-alpha[0]*alpha[5])+alpha[3]*alpha[3]*alpha[4])/(alpha[1]*(alpha[5]*alpha[5]-N*N)+alpha[3]*alpha[3]*N+alpha[2]*alpha[2]*N-2*alpha[2]*alpha[3]*alpha[5]);

c = (alpha[1]*(-alpha[6]*N-alpha[4]*alpha[5])+alpha[3]*(alpha[2]*alpha[4]-alpha[0]*N)+alpha[2]*alpha[2]*alpha[6]+alpha[0]*alpha[2]*alpha[5])/(alpha[1]*(alpha[5]*alpha[5]-N*N)+alpha[3]*alpha[3]*N+alpha[2]*alpha[2]*N-2*alpha[2]*alpha[3]*alpha[5]);

s2 = 0.0;

for(int i=0;i<N;i++)

{

s2 += z[i][0]*(data[i]-a*(double)i-b-c)*(data[i]-a*(double)i-b-c);

s2 += z[i][1]*(data[i]-a*(double)i-b+c)*(data[i]-a*(double)i-b+c);

}

s2 /= (double)N;

printf("%d : a=%f , b=%f , c=%f , s=%f\n",n,a,b,c,sqrt(s2));

fprintf(fp,"%d %f %f %f %f\n",n+1,a,b,fabs(c),sqrt(s2));

}

fclose(fp);

gsl_rng_free(r);

while(1);

return 0;

}
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